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车桥耦合振动的非平稳桥面激励的模拟
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摘　 要 目的 推导非平稳桥面激励的瞬时功率谱表达式ꎬ研究一维单变量非平稳桥

面激励的生成方法ꎬ并分析非平稳桥面激励对车桥耦合振动系统的影响. 方法 基于

经典 Ｗｉｇｎｅｒ 谱理论ꎬ采用频谱表示法生成一维单变量非平稳桥面激励随机过程ꎬ并
用改进 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣Ｐａｌｅｙ 小波验证非平稳桥面激励数值模拟结果的有效性. 结果 车

辆变速行驶所引起的桥面不平顺激励非平稳特征明显ꎬ其数值模拟结果的时变功率

谱与理论功率谱吻合较好ꎬ充分说明了文中非平稳桥面激励生成方法的有效性和实

用性. 结论 车辆行驶速度对桥面不平顺激励的幅值影响较大ꎬ匀速行驶的桥面激励

幅值上下波动幅度大小接近ꎬ而减速行驶的桥面激励幅值变小ꎬ加速行驶的桥面激励

幅值变大. 非平稳桥面激励的车辆和桥梁振动响应大于平稳激励ꎻ相同的初始速度ꎬ
车辆和桥梁的振动响应不随车辆加速度的提高而增大ꎻ相同的加速度ꎬ车辆振动响应

随初始速度的提高有较大的波动ꎬ桥梁振动响应随初始速度的提高而增大ꎻ为保证桥

梁运营安全和车辆乘坐的舒适性ꎬ应避免在桥上加速行车ꎬ特别是较大跨度的桥梁ꎬ
其跨径越大ꎬ非平稳激励的车辆和桥梁振动响应就越大.
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　 　 车辆在桥上行驶时ꎬ高低不平的桥面路

况不仅影响车辆行驶安全和乘坐舒适性ꎬ也
是桥梁振动的主要激励源. 在空间上处于车

轮与桥梁间的桥面高低起伏状况具有很大的

随机性ꎬ对车辆和桥梁的振动响应影响较

大[１ － ２] . 特别是最近十年ꎬ中国桥梁以每年 ３
万多座的速度递增ꎬ目前我国公路桥梁数量

达 ８３. ２５ 万座[３]ꎬ庞大的桥梁数目ꎬ桥面养护

需求越来越大ꎬ但是ꎬ因养护的技术、材料、资
金和人员不足ꎬ导致桥面养护工作相对滞后ꎬ
加上大量重载、超载车辆的出现ꎬ很多桥梁的

桥面出现了不同程度的老化和破损ꎬ降低了

桥面等级ꎬ加重了车辆对桥梁的冲击作用. 鉴
于此ꎬ桥面不平顺激励明显不再是平稳随机

过程ꎬ而是表现出更多的非平稳特征ꎬ并且已

有研究表明非平稳激励比同水平的平稳激励

更猛烈ꎬ结构更易破坏和疲劳[４] .
如何建立有效的﹑贴近实际的桥面不平

顺随机激励ꎬ对研究车桥耦合系统的振动规

律至关重要. 虽然国内外学者对车桥耦合振

动的研究从未间断ꎬ做了很多工作ꎬ由起初的

单车荷载[５]到目前的多车荷载[６]ꎬ从研究中

小跨径简支梁桥的振动响应[７] 到研究大跨

度悬索桥的振动响应[８]ꎬ创造了很多有价值

的成果ꎬ但是有关桥面不平顺随机激励的数

值模拟ꎬ学者们大多将桥面不平顺看成是各

态历经的平稳高斯随机过程. 实际上当车辆

在桥上行驶时ꎬ其行驶速度无法保证严格匀

速ꎬ其在桥上加速、减速、跳车或突然制动所

引起的桥面不平顺激励已不再是平稳高斯过

程ꎬ明显具有非平稳特征. 而非平稳过程的模

拟又是一个更具挑战性和实际重要性的问

题ꎬ学者们在不同的领域采用不同的方法展

开了研究ꎬ例如:基于功率谱表征的方法模拟

地震地面运动非平稳随机过程[９]ꎻ卡尔胡

宁 －洛弗展开法(ＫＬＥ)生成单变量和多变

量非平稳随机过程[１０]ꎻ将 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解和泰

勒级数展开相结合ꎬ提出了一种利用 ＦＦＴ 算
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法的频谱表征技术模拟非平稳风速样本[１１]ꎻ
基于调制函数能量释放速度的方法生成非平

稳地震地面运动随机过程[１２]ꎬ但上述的非平

稳模拟方法不一定都适用于生成非平稳桥面

激励. 目前ꎬ有关非平稳桥面激励的生成方

法ꎬ依然停留在采用协方差等价技术求解白

噪声激励的线性系统响应来生成非平稳随机

过程[１３ － １６]ꎬ而该方法需要采用数值手段求解

微分方程的近似解ꎬ计算量大ꎬ相关文献的模

拟结果能否满足目标功率谱密度也没有验

证. 基于此ꎬ笔者为了模拟真实有效的桥面行

车路况ꎬ探究非平稳桥面激励对车桥系统的

影响ꎬ结合经典 Ｗｉｇｎｅｒ 谱理论和频谱表示法

生成非平稳桥面激励时域样本ꎬ并使用小波

验证桥面激励时域样本的有效性ꎬ进而将非

平稳桥面激励应用在车桥耦合振动研究中.

１　 非平稳桥面激励的瞬时功率谱

车辆在桥上匀速行驶时ꎬ因桥面不平顺

引起的激励过程是一平稳高斯随机过程ꎬ其
功率谱密度为不变量. 但是ꎬ当车辆非匀速行

驶时ꎬ桥面激励就成为非平稳随机过程ꎬ其功

率谱密度就随着时间而变ꎬ每一时刻的功率

谱密度是不同的ꎬ所引起的桥面激励幅值的

方差不再是常量. 这种非平稳随机过程的统

计特性可以用瞬时功率谱来表示.
根据 Ｗｉｇｎｅｒ 谱的性质ꎬ非平稳随机过程

Ｘ( ｔ)的自相关函数 Ｒｘ ( ｔꎬτ)与瞬时功率谱

ｗｘ( ｔꎬω)是傅里叶变换对的关系ꎬ即:

ｗｘ( ｔꎬω) ＝ ∫＋¥

－¥

Ｒｘ( ｔꎬτ)ｅ－ｊωτｄτ . (１)

为研究方便ꎬ在此设桥面不平度函数为

ｑ(ｓ)ꎬｓ 为车辆在桥上行驶的位移ꎬｑ( ｓ)是桥

面本身固有的不平度ꎬ可以看成平稳高斯随

机过程ꎬ 桥面不平度的空间频谱密度用

Ｇｑ(Ω)表示ꎬΩ 为空间频率. 当车辆在桥上非

匀速行驶时ꎬ可得:

ｓ ＝ ｓ( ｔ) ＝ ∫ｔ
－¥

ｖ( ｔ)ｄτ . (２)

ｑ ＝ ｑ(ｓ) ＝ ｑ(ｓ( ｔ)) ＝ ｑ( ｔ) . (３)

因为车速是时变的ꎬ式(３)中 ｑ( ｔ)就变

成了非平稳随机过程ꎬｑ( ｔ)的自相关函数为

Ｒｑ ( ｔꎬ τ ) ＝ Ｅ ｑ ｔ － τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ｑ ｔ ＋ τ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ＝

Ｅ ｑ ｓ － ζ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ｑ ｓ ＋ ζ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }. (４)

其中ꎬｓ ＋ ζ
２ ＝ ｓ ｔ ＋ τ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ꎬｓ － ζ

２ ＝ ｓ ｔ － τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷.

进而可得:

ｓ ＝ ｓ ｔ ＋ τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｓ ｔ － τ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷[ ] / ２. (５)

ζ ＝ ｓ ｔ ＋ τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｓ ｔ － τ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷. (６)

又因为 ｑ(ｓ)是平稳高斯的ꎬ所以得到:

Ｒｑ(ｓꎬζ) ＝ １
２π∫

＋¥

－¥

Ｇｑ(Ω)ｅｊΩ ζｄΩ . (７)

根据式(１)ꎬｑ( ｔ)的瞬时功率谱就可以

写成:

ｗｑ( ｔꎬω) ＝∫＋¥

－¥

Ｒｑ( ｔꎬτ)ｅ －ｊωτｄτ＝∫＋¥

－¥

Ｒｑ(ｓꎬ

ζ)ｅ －ｊωτｄτ ＝ ∫＋¥

－¥
∫＋¥

－¥

Ｇｑ(Ω)ｅｊ(Ω ζ－ωτ)ｄΩｄτ .

(８)
从式(８)可以看出ꎬ已知桥面不平度的

Ｇｑ(Ω)和 ｖ( ｔ)ꎬ就可以计算出车辆非匀速行

驶时的桥面激励瞬时功率谱. 例如ꎬ当车辆以

初始速度 ｖ０、加速度 ａ 过桥时ꎬ可得:
ｖ( ｔ) ＝ ｖ０ ＋ ａｔ. (９)

ｓ( ｔ) ＝ ｖ０ ｔ ＋
１
２ ａｔ２ . (１０)

将式(９)和式(１０)代入式(６)得到:
ζ ＝ ｖ０ ｔ ＋ ａｔτ. (１１)
再将式(１１)代入式(８)可得:

ｗｑ(ｔꎬω)＝
１
２π∫

＋¥

－¥
∫＋¥

－¥

Ｇｑ(Ω)ｅｊ[Ω(ｖ０ｔ＋ａｔτ)－ωτ]ｄΩｄτ＝

∫＋¥

－¥

Ｇｑ(Ω) １
２π∫

＋¥

－¥

ｅｊ(ω－Ωｖ０－Ωａｔ)τｄτ[ ]ｄΩ ＝

∫＋¥

－¥

Ｇｑ(Ω)δ(ω － Ωｖ０ － Ωａｔ)ｄΩ ＝ １
ｖ０ ＋ ａｔ

∫＋¥

－¥

Ｇｑ(Ω)δ(ω － Ωｖ０ － Ωａｔ)ｄ(Ω (ｖ０ ＋ａｔ))＝

１
ｖ０ ＋ ａｔＧｑ(Ω) ｜ Ω ＝ ω

ｖ０＋ａｔ
. (１２)
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２　 功率谱表征法生成非平稳桥

面激励

　 　 工程实践中的非平稳过程可以通过对平

稳随机过程进行时间和频率调制得到ꎬ这种

非平稳过程通常也被称为演化随机过程[１７]ꎬ
在不失一般性的前提下ꎬ假设时间和频率的

复调制函数为 Ａ( ｔꎬω)ꎬ则一个零均值演化过

程 Ｙ( ｔ)可以表示为

Ｙ( ｔ) ＝ ∫＋¥

－¥

Ａ( ｔꎬω)ｅｉωｔｄＺ(ω) . (１３)

式中:Ｚ(ω)为正交增量随机过程:
Ｅ{ｄＺ( ω̇)} ＝ ０. (１４)
Ｅ{ｄＺ∗(ω) ｄＺ( ω̇)} ＝ Ｅ{ ｜ ｄＺ(ω) ｜ ２}

δ(ω － ω̇) ＝ δ(ω － ω̇)ＳＸ(ω)ｄω. (１５)
其中ꎬＳＸ(ω)为平稳随机过程的功率谱密度函

数. Ｙ(ｔ)的自相关函数和方差可以计算得到:

ＲＹ(ｔꎬτ) ＝Ｅ{Ｙ∗(ｔ)Ｙ(ｔ ＋ τ)} ＝∫＋¥

－¥

Ａ∗(ｔꎬ

ω)Ａ(ｔ ＋ τꎬω)ｅｉωτＳＸ(ω)ｄω . (１６)

Ｅ{Ｙ２( ｔ)}＝ＲＹ( ｔꎬｔ) ＝ ∫＋¥

－¥

Ａ∗( ｔꎬω)Ａ( ｔꎬ

ω)ＳＸ(ω)ｄω＝∫＋¥

－¥

ＳＹ( ｔꎬω)ｄω . (１７)

从式(１７)可以得到非平稳随机过程的

时变功率谱密度为[１７]

ＳＹ( ｔꎬω) ＝ Ａ( ｔꎬω) ２ＳＸ(ω) . (１８)
对比式(１２)和式(１８)ꎬ两者表达的含义

是相同的. 因此ꎬ结合空间域功率谱密度与时

间域功率谱密度的关系ꎬ非平稳桥面激励的

慢变调制函数就可以表示为

Ａ( ｔꎬω) ＝ ｖ( ｔ) . (１９)
正如在前文所讨论的ꎬ非平稳随机过程

的生成方法有很多种ꎬ其中的频谱表示法[１８]

在各个领域中应用广泛ꎬ笔者将采用该方法

生成非平稳桥面激励随机过程ꎬ其数学表达

式为

Ｙ(ｔ)＝ ２∑
Ｎ

ｋ ＝０
[ＳＹ(ｔꎬωｋ)Δωｋ]１ / ２ｃｏｓ(ωｋｔ ＋Φｋ) .

(２０)

式中:Φｋ 为独立随机相位ꎬ 均匀分布于

[０ꎬ２π]ꎻωｋ 为频率区间[ωＬꎬωＵ]的频率点ꎻ

Δωｋ ＝ (ωＬ － ωＵ) / Ｎꎬ将式(１２)代入式(２０)
便可求得非平稳桥面激励的时域样本.

３　 非平稳桥面激励的时变功率

谱估计

　 　 非平稳随机过程常用的功率谱估计方法

有短时傅里叶变换、希尔伯特 －黄变换、小波

变换和 Ｗｉｇｎｅｒ￣Ｖｉｌｌｅ 转换ꎬ但它们都有各自

的优点和不足ꎬ其中的小波变换估计时变谱

的方法ꎬ因其具有非常好的时 － 频分辨率和

丰富的小波基函数ꎬ使之在工程领域得到大

范围的应用. 特别是 Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ￣Ｐａｌｅｙ 小波ꎬ
它是谐波小波的实部ꎬ也具有盒形谱特性和

良好的频率分割特性ꎬ但它给出的频率划分

宽度较宽ꎬ不利于提高频率分辨率ꎬ因此ꎬ
Ｂ. Ｂａｓｕ等[１９]提出了一种改进的 Ｌ￣Ｐ 小波ꎬ可
以得到更精细的频率划分ꎬ改进 Ｌ￣Ｐ 小波的

基函数和频域表达式为

ψ( ｔ) ＝ １
π σ － １

ｓｉｎ(σπｔ) － ｓｉｎ(πｔ)
ｔ .

(２１)

Ψ^(ω) ＝
１

２π(σ －１)
ꎬ π < ｜ω ｜ <σπꎻ

０ꎬ　 　 　 π≥｜ω ｜ ꎬ ｜ω ｜≥σπ.

ì

î

í

ïï

ïï

(２２)
可以通过改变参数 σ 的大小得到更精

细的频率划分和不同的小波中心频率. 非平

稳随机过程 Ｙ( ｔ)在尺度 ａｊꎬ时间点 ｂ 上的小

波变换为

Ｗ(ａｊꎬｂ)＝
１
ａｊ
∫＋¥

－¥

Ｙ( ｔ)ψ∗ ｔ － ｂ
ａｊ

( )ｄｔ .

(２３)
式(１３)代入上式可得:

　 Ｗ(ａｊꎬｂ) ＝ １
ａｊ
∫＋¥

－¥
∫＋¥

－¥

Ａ( ｔꎬω)ｅｉωｔψ∗[ ×

ｔ － ｂ
ａｊ

( )ｄｔ ]ｄＺ(ω) . (２４)
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设( ｔ － ｂ) / ａｊ ＝ τꎬ式(２４)可化简为

Ｗ(ａｊꎬｂ)≈∫＋¥

－¥

Ａ(ｂꎬω) ２πａｊ ｅｉωｂ ×

Ψ^∗(ωａｊ)ｄＺ(ω) . (２５)
结合式(１５)可以计算得到尺度 ａｊ 的小

波系数平方的期望值:

Ｅ{Ｗ(ａｊꎬｂ)２}＝４πａｊ∫＋¥

０
Ａ(ｂꎬω) ２ Ψ^(ωａｊ) ２

ＳＸ(ω)ｄω . (２６)
再将式(１８)代入式(２６)可得下式:

Ｅ{Ｗ(ａｊꎬｂ) ２} ＝ ４πａｊ∫＋¥

０
Ψ^(ωａｊ) ２ ×

ＳＹ (ｂꎬω)ｄω . (２７)
求解式(２７)ꎬ可得到时变功率谱的表

达式[２０]:

ＳＹ(ｂꎬω)＝∑
ｍａ

ｊ ＝１
ｃｊ(ｂ) Ψ^(ωａｊ) ２ . (２８)

ｍａ 为小波变换总的尺度数ꎬｃｊ (ｂ)为时

间独立系数ꎬ可用下式求得:

　

ｃ１(ｂ)

ｃ２(ｂ)

⋮
ｃｍ ａ(ｂ)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

Ｑ１ꎬ１ Ｑ１ꎬ２  Ｑ１ꎬｍａ

Ｑ２ꎬ１ Ｑ２ꎬ２  Ｑ２ꎬｍａ

⋮ ⋮ ⋮
Ｑｍａꎬ１ Ｑｍａꎬ２  Ｑｍａꎬｍａ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

－ １

×

Ｅ{Ｗ(ａ１ꎬｂ) ２}

Ｅ{Ｗ(ａ２ꎬｂ) ２}

⋮
Ｅ{Ｗ(ａｍａ

ꎬｂ) ２}

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

. (２９)

其中ꎬ

Ｑｒꎬｓ ＝ ∫＋¥

－¥
Ψ^(ωａｒ) ２ Ψ^(ωａｓ) ２ｄω . (３０)

式(２８)表明:非平稳随机过程的时变谱

估计值ꎬ由特定时间点 ｂ 处的各阶小波系数

的傅里叶变换之模的平方构造而成.

４　 数值算例

算例一:车辆以初始速度 ｖ０ ＝ ０ ｍ / ｓꎬ加

速度 ａ ＝ ２ ｍ / ｓ２ 行驶在 Ｃ 级桥面上ꎬ行驶距

离为 ６０ ｍꎬ时间频率区间 ０ ３３ ~ ２８ ３ Ｈｚꎬ由
式(１２)计算非平稳激励的时变功率谱ꎬ然后

代入式(２０)就可以得到非平稳激励随机过

程的两个时域样本如图 １ 所示. 由图 １ 可以

看出ꎬ当车辆加速行驶时ꎬ因桥面不平顺引起

的非平稳激励信号的幅值随时间(速度)的

增大而增大.
为了验证功率谱表征法生成的非平稳桥

面激励的有效性ꎬ随机生成 ２ ０００ 个时域

样本ꎬ采用改进 Ｌ￣Ｐ 小波估计非平稳桥面激

励的时变功率谱密度 ( ＥＰＳＤ)ꎬ小波参数

σ ＝ ２０ ２５ꎬ小波中心频率为 ０ ８１２ ５ Ｈｚ. 图 ２
为非平稳桥面激励的理论时变功率谱密度和

小波估计的时变功率谱密度. 由图可知:小波

估计的 ＥＰＳＤ 与理论 ＥＰＳＤ 非常接近ꎬ都反

映了非平稳桥面激励的时 － 频谱特点ꎬ即在

时域上桥面激励的能量不断增加ꎬ在频域上

桥面激励的能量集中在低频段ꎬ表现出时域

较宽而频域窄带的特性. 图 ３ 分别给出了非

平稳桥面激励在 ｔ ＝ １ ｓ 和 ｔ ＝ ７ ｓ 时的理论功

率谱密度和小波估计功率谱密度ꎬ两者功率

谱密度变化趋势一致ꎬ吻合较好ꎬ说明生成的

非平稳桥面激励能够满足理论时变功率谱要

求ꎬ证明了笔者生成方法的有效性.

图 １　 非平稳激励的时域样本

Ｆｉｇ １　 Ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｓａｍｐｌｅ ｏｆ ｎｏｎ￣ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ
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图 ２　 理论和估计的时变功率谱密度

Ｆｉｇ ２　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｔｉｍｅ￣ｖａｒｙｉｎｇ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

图 ３　 理论和估计的瞬时功率谱密度

Ｆｉｇ ３　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ

　 　 车辆在桥上行驶时ꎬ经常出现桥面离散

事件或突发事件ꎬ迫使正常行驶的车辆不得

不突然减速或刹车ꎬ然后再次加速ꎬ这一行驶

过程所引起的桥面激励完全是非平稳的ꎬ且
非平稳特征更明显. 为模拟这一非平稳桥面

激励随机过程ꎬ在此设定车辆在 Ｃ 级桥面上

做匀速 － 减速 － 加速行驶ꎬ行驶距离 ９０ ｍꎬ
行车速度 ｖ( ｔ)是时变的.

ｖ( ｔ) ＝
２０ꎬ　 　 ｔ≤１ ５ꎻ
２０ － ８ｔꎬ １ ５ < ｔ≤３ ３７５ꎻ
５ ＋ ２ｔꎬ ｔ > ３ ３７５.

ì

î

í

ïï

ïï
(３１)

将式(１２)计算的时变功率谱密度代入

式(２０)可以得到车辆匀速 － 减速 － 加速行

驶的两个非平稳桥面激励样本如图 ４ 所示.
由图可看出ꎬ车辆行驶速度对非平稳激励的

幅值变化影响较大ꎬ匀速行驶的平稳激励幅

值上下波动幅度大小接近ꎬ而减速行驶时的

激励幅值变小ꎬ加速行驶时的激励幅值变大.
　 　 图 ５ 给出了理论时变功率谱密度和改进

Ｌ￣Ｐ 小波估计的时变功率谱密度ꎬ两者非常

接近ꎬ非平稳桥面激励的时变功率谱能量大

小随着车速的变化而同步变化. 图 ６ 是 ｔ ＝
１ ｓ 和ｔ ＝ ７ ｓ时的理论和估计功率谱密度. 由
图可知ꎬ利用小波估计的功率谱与理论谱吻

图 ４　 非平稳激励的时域样本

Ｆｉｇ ４　 Ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｓａｍｐｌｅ ｏｆ ｎｏｎ￣ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ
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合较好ꎬ说明数值生成的车辆匀速 － 减速 －
加速行驶的非平稳桥面激励样本是有效的. 图
７ 对比分析了功率谱密度的零阶矩ꎬ即非平稳

桥面激励的目标均方值和估计均方值ꎬ两者吻

合的非常好ꎬ可见模拟的非平稳桥面激励随机

过程精度较高ꎬ可以满足工程实际应用要求.

图 ５　 理论和估计的时变功率谱密度

Ｆｉｇ ５　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｔｉｍｅ￣ｖａｒｙｉｎｇ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

图 ６　 理论和估计的瞬时功率谱密度

Ｆｉｇ ６　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ

图 ７　 理论和估计的均方值

Ｆｉｇ ７　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｖａｌｕｅｓ

５　 工程应用

为将非平稳桥面激励应用在车桥耦合系

统中ꎬ以图 ８ 所示的车桥耦合模型为研究对

象ꎬ桥梁简化为 ３０ ｍ 跨径的简支梁ꎬ移动车

辆简化为两自由度的弹簧质量阻尼系统ꎬ图
中 ｙ(ｘꎬｔ)为桥梁的竖向动位移ꎬｚ１、ｚ２ 分别为

车体的动位移和悬架动位移. 车体悬架系统

及轮胎的刚度、阻尼和桥梁的各参数如下:
桥梁: 跨 径 Ｌ ＝ ３０ ｍꎬ 混 凝 土 密 度

ρ ＝ ２ ６００ ｋｇｍ － ３ꎬ 横 截 面 面 积 Ａ ＝
１ ０６２ ２ ｍ２ꎬ截面惯性矩 Ｉ ＝ ０ ５０９ ２ ｍ４ꎬ弹性

模量 Ｅ ＝ ３ ５ × １０１０ Ｐａꎻ
车辆: 车体质 量 ｍ１ ＝ ３２ ０２５ ｋｇꎬ 悬

架系统质量ｍ２ ＝ ２ ３８２ ｋｇꎬ悬架系统弹簧刚

度ｋ１ ＝ １ ９ × １０５ Ｎｍ － １ꎬ悬架系统阻尼 ｃ１ ＝
５ ０ × １０３ Ｎｓｍ － １ꎬ 轮 胎 刚 度 ｋ２ ＝
１ ２１ × １０６ Ｎｍ － １ꎬ 轮 胎 阻 尼 ｃ２ ＝
３ ０ × １０３ Ｎｓｍ － １ .

图 ８　 车桥耦合模型

Ｆｉｇ ８　 Ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｖｅｈｉｃｌｅ ａｎｄ ｂｒｉｄｇｅ

５ １　 车桥耦合振动方程

为减少车桥耦合计算矩阵维数ꎬ采用模

态综合叠加技术建立桥梁的振动方程:
Ｉｙ̈ ＋ Ｘｙ̇ ＋Ωｙ ＝ －ΦＴ(Ｆｉｎｔ

ｖ ＋ Ｆｇ) . (３２)
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式中:Ｆｉｎｔ
ｖ 为车辆行驶过程中车轮作用在桥面

的惯性荷载向量ꎻＦｇ 为车轮在桥面作用点处

的车辆自重荷载向量ꎻξｎ 为桥梁第 ｎ 阶阻尼

比ꎻωｎ 为桥梁第 ｎ 阶自振频率ꎻΦ为桥梁 ｎ 阶

振型向量矩阵ꎻｙ 为桥梁广义坐标列向量.
依据车辆系统振动原理ꎬ建立两自由度

车辆振动方程如下:
Ｍｖ ｚ̈ ＋ Ｃｖ ｚ̇ ＋ Ｋｖｚ ＝ Ｆｉｎｔ

ｖ . (３３)
式中:Ｍｖ、Ｃｖ、Ｋｖ 分别为车辆的质量矩阵、阻
尼矩阵和刚度矩阵ꎻｚ ＝ [ ｚ１ 　 ｚ２] Ｔ 为车辆振

动自由度列向量.
考虑非平稳桥面随机激励的影响ꎬ车轮

作用在桥梁上的荷载可以写成:
Ｆｉｎｔ

ｖ ＝ｋ２(－ＮΦｙ －ｑ ＋ ｚ２) ＋ ｃ２( － ｖＮꎬｘΦｙ －
ＮΦｙ － ｑ̇ ＋ ｚ̇２) ＋ Ｆｇ . (３４)
其中ꎬｑ 为车轮的非平稳桥面随机激励值ꎬ联
立式(３２) ~ (３４)ꎬ可得车桥耦合振动方程:

Ｍｂｖ ｕ̈ ＋ Ｃｂｖ ｕ̇ ＋ Ｋｂｖｕ ＝ Ｆｇ ＋ Ｆｗ . (３５)
其中ꎬ

Ｆｇ ＝ －ΦＴ∑
ｎ

ｉ ＝１
Ｎ Ｔ

ｉ Ｆｉ

０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
(ｎ＋２)×１

ꎬ

Ｆｗ ＝
ΦＴＮＴｋ２ｑ

０
ｋ２ｑ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
(ｎ＋２)×１

＋
ΦＴＮＴｃ２ｑ̇

０
ｃ２ｖｑ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
(ｎ＋２)×１

.

式中:Ｍｂｖ、Ｃｂｖ、Ｋｂｖ分别为车桥相互作用模型

的质量、阻尼和刚度矩阵ꎻＦｗ 为非平稳桥面

激励引起的车桥耦合竖向荷载ꎻ广义坐标向

量ｕ ＝ [ｙ１ 　 ｙ２ 　 　 ｙｎ 　 ｚ１ 　 ｚ２] Ｔ . 将前文模

拟得到的非平稳桥面激励样本输入到式

(３５)ꎬ 通过编制基于 Ｎｅｗｍａｒｋ￣β 算法的

Ｍａｔｌａｂ 程序求解车桥系统的振动响应.
５ ２　 车桥耦合振动响应分析

随着对车桥耦合振动随机激励源认识的

深入ꎬ确定性桥面激励已不能充分体现桥面

激励的随机性特征ꎬ这就有必要考虑桥面不

平度激励的随机性. 因此ꎬ下文在分析非平稳

桥面随机激励对车桥振动响应的影响时ꎬ考
虑桥面等级为 Ｂ 级ꎬ采用传统蒙特卡罗法对

５ ０００ 个非平稳桥面激励样本所引起的车桥

振动响应进行统计.
图 ９ 为车辆以初始速度 １０ ｍ / ｓꎬ加速度

为 ２ ｍ / ｓ２ 通过桥梁时ꎬ桥梁跨中竖向振动位

移和车体竖向振动位移的均值. 从图中可以

看出:平稳激励与非平稳激励的桥梁竖向振

动位移均值基本重合ꎬ也充分说明桥梁的振

动响应主要还是由车辆重力这一确定性荷载

激励引起ꎬ非平稳桥面激励对桥梁振动响应

的均值影响很小. 但是ꎬ车辆振动对桥面随机

激励很敏感ꎬ非平稳激励作用的车体振动响

应均值在 ９ ~ １７ ７３ ｍｍꎬ平稳激励作用的车

体振动响应均值在 ４ ７４ ~ １７ ８６ ｍｍꎬ车辆行

驶 ２２ ｍ 后的非平稳激励响应均值明显大于

平稳激励响应均值.

图 ９　 桥梁和车辆振动响应均值

Ｆｉｇ ９　 Ｍｅａｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｂｒｉｄｇｅ ａｎｄ ｖｅｈｉｃｌｅ ｂｏｄｙ
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　 　 车辆以初始速度 １０ ｍ / ｓꎬ加速度 ２ ｍ / ｓ２

过桥时的桥梁跨中竖向位移响应标准差和车

体竖向振动响应的标准差时程曲线如图 １０
所示ꎬ车辆和桥梁在非平稳随机激励下的振

动响应标准差明显大于平稳激励ꎬ非平稳激

励使 车 桥 振 动 响 应 标 准 差 分 别 增 加 了

３ ２１ ｍｍ和 ０ １１３ ｍｍꎬ可见非平稳激励的离

散性较大ꎬ引起更大的桥梁振动响应ꎬ降低了

车辆的乘坐舒适性.

图 １０　 桥梁和车体振动响应标准差

Ｆｉｇ １０　 Ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｂｒｉｄｇｅ ａｎｄ ｖｅｈｉｃｌｅ ｂｏｄｙ

　 　 (１)车辆加速度的影响

当车辆以相同的初速度 １０ ｍ / ｓꎬ不同的

加速度通过桥梁时ꎬ车体和桥梁的竖向振动

位移标准差最大值随加速度的变化关系如图

１１ 所示. 由图可知ꎬ桥梁振动响应标准差最

大值有增大的趋势ꎬ但并非严格的随着车辆

加速度的提高而增大ꎬ车辆加速度为 ２ ｍ / ｓ２

时的桥梁振动响应最小ꎬ而在 ２ ~ ４ ｍ / ｓ２ 时

桥梁振动响应递增并在 ４ ｍ / ｓ２ 出现一个峰

值ꎬ当车辆加速度大于 ４ ｍ / ｓ２ 时ꎬ桥梁振动

响应的标准差随着车辆加速度的增大而增

大ꎻ车体振动响应标准差最大值随加速度的

提高ꎬ呈现出先减小再缓慢增大的趋势ꎬ在车

辆加速度为 ５ ｍ / ｓ２ 时桥梁振动响应标准差

最小为 １６ ８１ ｍｍ.

图 １１　 桥梁和车体位移响应标准差最大值与加速度的关系

Ｆｉｇ １１　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ
ｂｒｉｄｇｅ ａｎｄ ｖｅｈｉｃｌｅ

　 　 (２)车辆初始速度的影响

当车辆以相同的加速度 ２ ｍ / ｓ２ꎬ不同的

初始速度通过桥梁时ꎬ车体和桥梁的竖向振

动位移标准差最大值随初始速度的变化关系

如图 １２ 所示ꎬ车辆上桥的初始速度越大ꎬ桥
梁跨中竖向振动位移标准差最大值就越大ꎬ
而不同的初始速度ꎬ车体的振动位移标准差

最大值波动较大ꎬ在 ９ ｍ / ｓ 和 ２１ ｍ / ｓ 时ꎬ分

别出现两个峰值点.
　 　 (３)桥梁跨径的影响

相同的简支梁截面型式和截面参数ꎬ相
同的车辆上桥初速度 １０ ｍ / ｓ 和加速度

２ ｍ / ｓ２ꎬ不同的桥梁跨径 ２０ ｍ、３０ ｍ、４０ ｍꎬ
平稳和非平稳桥面激励下的车辆和桥梁振动

响应标准差时程曲线如图 １３ 所示. 由图可

知ꎬ桥梁跨径越大ꎬ车桥系统的振动响应标准



第 ５ 期 陈水生等:车桥耦合振动的非平稳桥面激励的模拟 ８１７　　

差就越大ꎬ峰值成倍增加ꎬ并且平稳激励与非

平稳激励的振动响应差值就越大. 不同跨径

的桥梁其跨径越大ꎬ则桥梁竖向振动的基频

越小ꎬ刚度越低ꎬ文中 ２０ ｍ、３０ ｍ、４０ ｍ 跨径

的简支梁桥的第一阶基频分别为 ９ ９１８ Ｈｚ、

４ ４２２ Ｈｚ、２ ４９２ Ｈｚ. 可见桥梁的振动响应不

仅受到车辆荷载激励和桥面不平顺激励的影

响ꎬ还受到桥梁固有动力特性的影响. 在跨度

较大的桥梁上加速行车ꎬ不仅大大增加了桥

梁的振动响应ꎬ还使车辆的乘坐舒适性降低.

图 １２　 桥梁和车体位移响应标准差最大值与初始速度的关系

Ｆｉｇ １２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ
ｂｒｉｄｇｅ ａｎｄ ｖｅｈｉｃｌｅ

图 １３　 不同桥梁跨径的车桥系统振动响应

Ｆｉｇ １３　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｖｅｈｉｃｌｅ￣ｂｒｉｄｇｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｒｉｄｇｅ ｓｐａｎ

　 　 非平稳桥面激励在工程中的应用表明:
数值模拟的非平稳桥面激励能够更好的再现

车辆在桥上非匀速行车这一实际情况ꎬ提供

了比传统平稳高斯桥面不平顺更强烈的激励

方式ꎬ为研究行车舒适度和桥梁振动提供了

更好的桥面激励生成方法ꎬ实用性更广泛.

６　 结　 论

(１)结合 Ｗｉｇｎｅｒ 谱理论和功率谱表征

法生成的一维单变量非平稳桥面激励ꎬ理论

清晰且计算量小ꎬ其数值模拟结果的时变功

率谱与理论值吻合较好ꎬ说明了模拟方法的

有效性和实用性.
(２)非平稳桥面激励的车桥振动响应大

于平稳激励ꎬ研究非平稳桥面激励对车桥耦

合系统的影响ꎬ需综合考虑车辆上桥初始速

度、行驶加速度和桥梁跨径三个因素ꎬ其中ꎬ
相同的初始速度ꎬ车辆和桥梁的振动响应标

准差最大值不随车辆加速度的提高而增大ꎻ
相同的加速度ꎬ车辆振动响应的标准差最大

值随初始速度的提高有较大的波动ꎬ而桥梁

振动响应标准差最大值随初始速度的增大而

增大ꎻ桥梁跨径越大ꎬ非平稳激励的车辆和桥

梁振动响应标准差就越大.
(３)桥梁和车辆的振动响应对桥面随机

激励很敏感ꎬ尤其是非平稳激励增大了桥梁

和车辆的振动响应ꎬ对桥梁运营安全和使用

寿命不利ꎬ也影响了车辆乘坐的舒适性ꎬ建议

车辆匀速通过桥梁ꎬ避免在桥上加速行驶.
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